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RESUMEN

En este trabajo se considera el problema de resolver numéricamente las ecuaciones de
flujo bifasico petroleo-agua en un medio poroso heterogéneo que presenta una presion de
capilaridad discontinua, tal como ocurre con el fendmeno “oil-trapping” propio de la
industria extractiva del petrdleo. El modelo matematico consiste en una EDP parabolica
altamente no lineal siendo la saturacion del agua la incognita principal. Especificamente,
se implement6 el método de volimenes finitos definido sobre una malla admisible en 1D
tal como fue definido en [2]. Se informan las curvas de saturacion obtenidas en ambos
subdominios del dominio heterogéneo. Asimismo se presentan las curvas de saturacion a
ambos lados de la interface, dejando en evidencia la discontinuidad caracteristica del
fenomeno “oil-trapping”. En cada caso se obtiene informacion relevante del proceso
modelado a partir de las simulaciones computacionales. La principal contribucion de esta
investigacion es la generacion de codigo computacional eficiente para un problema que
ya cuenta con el respaldo tedrico, matematico y numérico.

1. INTRODUCCION.

Los modelos de flujo de dos fases inmiscibles en medios porosos han sido
ampliamente utilizados en la industria del petréleo con la finalidad de comprender el
movimiento de los hidrocarburos en el subsuelo (ver [1] para una descripcion general
de la teoria de flujo y transporte en medios porosos). En este trabajo el foco esta
puesto en la influencia de fuertes heterogeneidades en el medio poroso, que surgen
naturalmente por los cambios en el tipo de roca. La discontinuidad de las propiedades
fisicas puede conducir al fenémeno de “oil-trapping”, el cual puede ser explicado por



discontinuidades de las presiones de capilaridad sobre la interface entre diferentes
rocas. En efecto, si el radio medio de los poros en una capa es mas pequeia que en su
capa vecina, el petroleo debe buscar una presion de acceso (desde la capa con mayor
radio a la capa de menor radio medio), de tal modo que la fase formada por el
petroleo pueda acceder a la capa menos permeable (ver [2] para una descripcion
detallada del fenomeno “oil-trapping”).

En este trabajo se considera s6lo una version unidimensional. Se utiliza un esquema
de volimenes finitos implicito del tipo “upwind” para resolver numéricamente el
modelo matematico continuo (ver [3] para una presentacion exhaustiva del método de
volumenes finitos).

En este trabajo se informa sobre la implementacion computacional del problema
estudiado en el capitulo 4 de la tesis doctoral [2], el cual constituye el antecedente
inmediato de este articulo. El énfasis en [2] esta puesto sobre los aspectos teodricos, de
tal modo que deja pendiente la implementacion computacional en el sentido de que
solo reporta algunos experimentos, en los cuales utiliza s6lo un esquema explicito.
Basados en esto consideramos el mismo problema pero con un esquema implicito,
que como se sabe no requiere de condiciones del tipo CFL entre los tamafios de paso
espacial y temporal. Ademas, la aplicacion de esquemas completamente implicitos a
problema fuertemente no lineales genera complejidades computacionales adicionales
asociadas con el uso del método de Newton para resolver el respectivo sistema
algebraico no lineal, las cuales son resueltas de manera satisfactoria tal como lo
muestran los resultados informados. Asimismo los resultados reportados, a pesar de
corresponder a una version simplificada del problema fisico, muestran un gran
potencial para ayudar a comprender el fendémeno mismo.

El articulo posee las siguientes secciones: en la seccion 2 se detalla el modelo
matematico utilizado el cual corresponde a las ecuaciones clasicas de flujo de dos
fases inmiscibles e incompresibles en un medio poroso modelado desde una
perspectiva macroscopica. La seccion 3 describe el método numérico utilizado para
resolver el problema continuo. La secciéon 4 informa algunos de los experimentos
computacionales realizados, junto con un completo andlisis cualitativo de la fisica del
fendmeno que es posible comprender a partir de los mismos. El articulo finaliza con
las principales conclusiones y una mirada en perspectiva del trabajo realizado.

2. MODELO MATEMATICO.

Sea Q = ]—1,1[ el dominio matematico que representa al medio poroso heterogéneo, y
Q, =1-1,0[, Q, =]0,1[, los dos subdominios que se asumen homogéneos. La interfaz
entre ambos estd dada por {X=0}. Se trata, por lo tanto, de un problema en una
dimension espacial. El instante maximo para las simulaciones se anotara por T el cual
corresponde a un nimero real positivo. Se considera un flujo de petroleo dey agua, las
cuales se asumen como dos fases incompresibles e inmiscibles, a través de Q. La ley de
conservacion de la masa aplicada a cada fase, y la ley de Darcy generalizada a flujos
multifadsicos nos permiten plantear el siguiente sistema de ecuaciones en derivadas
parciales para cada (X, t)e Q, x(0,T);i=1,2:

¢iatu_ax[:uw,i (U) (awa,i _pwg)] = 0> (1)



_¢iatu_ax[ﬂo,i (U) (axpo,i _pog)]zoa (2)

en donde, ¢ €10, 1[ es la porosidad del medio poroso €2;, Ues la saturacion del agua (y
entonces (1-u)es la saturacion del petroleo), U,; es la movilidad de la fase f§=w,o,
donde Wse usa para el agua, y Opara el petroleo. P,; denota la presion de la fase g, p,

su densidad, y g el vector gravitacional. Si se suman (1) y (2) se obtiene
en donde,
0= —fy; (U) (O, Py — P09 — Uy (U) O,F,; — 0, 9) (3)

corresponde a la tasa de flujo total, la cual s6lo depende del tiempo. Asumiendo que
P = P, = P, entonces, utilizando esto en las ecuaciones (1) y (2), queda:

paus 8{ (O A (P )jzo.

:uw,i (U) + :uo,i (U) q /Uw,i (U) + :uo,i (U) g o!
“)

Se asume que la presion de capilaridad (P,; —P,;) depende sdlo de la saturacion y del
tipo de roca, o sea, (R, —P,;)=7;(U), con r;(u) funcion creciente. Si se denota
_ :uw,i (u):uo,i (U) f — :uw,i (U)

U (W (W) () + g (U)
convierte en

.y @(S) :=Js./1|(a)7£i' (a)da, entonces (4) se

¢0,u+9,(af, (u)-0,¢ (u)=0. (5)

Ahora nos enfocaremos en las condiciones de transmision a través de la interfaz {x = 0}.

Se denota ¢, =lim_,,7,(S) vy B =lim_, 7, (S). Asi, podemos definir las curvas

mondtonas 7; por:
”i(s) sise]0,1[,
7(s)=1} oo, ] sis =0, (7)
[,Bi oo sis=1.

En lo que sigue U; representa la traza de U, en {Xx=0}. La traza en {X=0} a partir de
), de la presion Py, de la fase f se seguird anotando como P,; . Como fue expuesto en

[CGP], la presion de la fase B puede ser discontinua a través de la interfaz {X = 0} en el

caso de que esta fase esté experimentando pérdidas en el lado contrario al flujo
(“upstream side”). Esto pude ser modelado como



/uﬁJ (ul )(Pﬂ,l - Pﬁ,2)+ _;uﬁ,z (uz )(Pﬂ,z - Pﬂ71)+ =0. (8)

Se puede demostrar que la condicion (8) equivale a:
7,u)N 7, (u,) = 0 ©)

No obstante la discontinuidad en la presion de capilaridad expresada por la condicion (9),
el flujo de ambas fases debe ser continuo sobre la interface, o sea:

a(t)f,(u)0.t)-0,0,W)0".t) = at)f,(u)0",t)- 3,0, (u)0".1). (10)

Suponemos que =0, o sea, que los fluidos se muevan desde X<0 hacia X>0.

Tenemos que elegir algunas condiciones de contorno en { X=-1} y { X=1}. Dejaremos
g (no confundir con la aceleracion de gravedad) desplazandose dentro del intervalo

0<g(t)<qlt), por lo que reescribimos:
a(t)f, (u)=1,6)-0,¢, (uf-1,t) = o(t) (11)

Esto puede ser comprendido como la inyeccion de un fluido definiendo g(t)/ q(t) como
la saturacion del agua 'y q(t) como la tasa de flujo.

Finalmente, el Modelo Matematico representativo del fendmeno fisico a modelar en este
trabajo esta dado por (con dato inicial Uu,):

( ¢iatu+ax[q(t)fi (U)_ax(Di (u)]: 0 en € X(O,T),
a(t)f, (U)0~.t)-2,0,W)0".t)=at)f, (u)0".t)-0,p, (W)0*.t)  sobre (0,T),
7,u)N7z,u,) =0 sobre (0,T),

3
u(t=0)=u, dominio Q,,
q(t)f, (U)=1,t)- 9,0, (U)-1,t) = g(t) sobre (0,T),
L 9,0, (U)Lt)=0 sobre (0,T).
(P)

Note que se trata de un problema evolutivo en una dimension espacial, con términos
convectivo y difusivo no lineales. El modelo supone que en el término convectivo el
flujo g es conocido. Ademas, la ecuacion podria degenerar (término difusivo nulo) si

u=0.
3. METODO NUMERICO.
La ecuacion sera resuelta utilizando el método de volumenes finitos implicito, con una

aproximacion del tipo “upwind” de flujo, el cual serd construido sobre una malla
admisible unidimensional.



Con el fin de simplificar, s6lo trataremos con discretizaciones espaciales uniformes.
Dejaremos N € N*, por lo que definimos:

xj=j/N, vV, e [-N,N],

j+1/2
I v, e[-N,N—1].

Se denota X =1/N. Dejando M e N*, se define: V ne [0,M], t. =nT/M . Se denota
& =T/M . Asimismo, V je[-N,N — 1],
0 I exia
Uy p (Xj+1/2)= Ui = 5'[)(] UO(X)dX (12)
La primera ecuacion de (P) puede ser reescrita de la siguiente forma:

$d,u+0,F(xt)=0 (13)

con F(xt)=q(t)f(u)-0,¢(u). Consideremos el siguiente esquema implicito: V je
[-N,N—1], V ne [0,M — 1],

n+l n

u™l -
p %@(+ Fm—FM™ =0 (14)

j+l

donde F j”“ es una aproximacion del flujo promedio a través de X; sobre ]'[n,tn+l [, e

es escogido de tal manera que ] X5 X [C Q, . Escogeremos una discretizacion “upwind”

de los flujos: V je [-N+1,—1] U [I,N—1], V¥V ne [0,M — 1],

n+1

an+1 = qn+1 fi (un+1 )_ gol (uj+]/2 )_ ¢I (u?jll/z)

j-1/2 5)( B (15)
Nl M1 (t)dt ' o 1 ¢ (t)dt
en donde, q = E n q . Ademas, definimos g = E n g .
Por otro lado: V ne [0,M — 1],
an,\]rl — gn+l , (16)
R =am o, (ug,) (17)
Respecto de las condiciones de transmision sobre {X=0}: V ne [0,M — 1],
2 un+1 _ un+1
F0n+l — qn+1 f1(ui11712)_ (¢1( 0,1 ) ¢1( -1/2 )) (18)

X



) 2o ui)-g )

— n+l1 f un+1 19
™' f, (ugs 5 (19)
Finalmente, respecto de la condicion de discontinuidad: V ne [0,M — 1],

AT P ATHIEL (20)

El sistema algebraico formado por las condiciones (12) a (20) es no lineal, razén por la
cual sera resuelto por el método de Newton.

4. EXPERIMENTOS COMPUTACIONALES.

En esta seccion se informan los resultados computacionales obtenidos a partir de la
solucion del sistema algebraico (12)-(20). En cada caso se realiza el correspondiente
analisis de la fisica del fenomeno que surge a partir de los graficos construidos.
Fisicamente, el medio poroso se supone que inicialmente estd completamente saturado de
petroleo (U, =0), y que desde uno de sus extremos (X=—1) se inyecta agua, mientras

que en el otro extremo (X=1) ambas fases pueden salir libremente. Ademas, el medio
poroso esta constituido por dos capas homogéneas separadas por la interface ubicada en
Xx=0. Los parametros y funciones utilizados para todas las simulaciones reportadas en
este articulo son:

1 1
¢1:¢2:1, 7z1(u)=1+5u, ﬁz(u)zz"'EU, ﬂw,1(u):ﬂw,2(u)zuz,

2

u
ﬂo,l(u)zﬂo,z(u):(l—u)z, fl(U):fz(U)Zm,
1 v v u 1 T
¢1(U)=¢2(U)=Z(?—?—5+Etan 1(2U—1))+§,
g=9g=1,u,=0.

En la Figura 1 se observan las curvas de saturacion de la fase agua sobre el
estrato homogéneo Q,=]-1,0[ entre los instantes: t=0.000167 y t=0.758562.
En este ultimo instante la saturacion del agua, por el lado izquierdo de la
interface, es igual a u=1, por primera vez, o sea que este punto se ha vaciado
completamente de petrdleo. Asimismo la Figura 1 muestra que la interface
recibe el “frente de agua”, o equivalentemente, inicia el vaciado de petroleo,
entre los instantes t=0.72 y t=0.74. Nuestro modelo asume que el lado
izquierdo de la interface debe vaciarse completamente de petroleo para que
se inicie el vaciado del mismo por el lado derecho de la interface, lo cual
ocurre, como ya se dijo, en t=0.758562.
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Figura 1. Evolucion de la saturacion-agua en Q,=]-1,0].

En efecto, la Figura 2 muestra la evolucion de la saturacion de la fase agua
sobre el estrato homogéneo €,=]0,1[ desde el instante t=0.760000 hasta el
instante t=2.000000. Note que poco antes del instante t=0.76 el petréleo
comienza a ser evacuado desde el dominio €,. La Figura 2 deja en
evidencia que la saturacion de la fase agua se estabiliza en torno a u=0.8 en
t=2 aproximadamente.
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Figura 2. Evolucion de la saturacion-agua en ,=]0,1].



En la Figura 3 se observa la evolucion de la saturacion de la fase agua sobre
el lado izquierdo de la interface desde el instante t=0.72 hasta el instante
t=0.77. Se observa en la Figura 3 que el petroleo comienza a ser evacuado
desde el lado izquierdo de la interface a partir del instante t=0.73, y se vacia
completamente de petrdleo poco antes de t=0.76. Especificamente, en
t=0.758562 segin la Figura 1. Note que el llenado de agua de este punto
ocurre relativamente rapido.

0.2 | I | I
0.72 0.73 0.74 0.75 0.76 0.77

Figura 3. Evolucion de la saturacion-agua en la interface x=0.

En la Figura 4 se observa la evolucion de la saturacion de la fase agua sobre
el lado derecho de la interface desde el instante t=0.75 hasta el instante
t=0.80. El comportamiento del lado derecho de la interface es
significativamente distinto con lo que ocurre en el izquierdo, lo cual refleja
la heterogeneidad del dominio. En efecto, note que segun la Figura 3 el lado
1zquierdo se llena rdpidamente de agua, mientras que el lado derecho no se
llena de agua, y aumenta a una tasa muy menor. De hecho la saturacion del
lado derecho se estabiliza en torno a u=0.8 (ver Figura 2). Esta diferencia
observada en las curvas de saturacion a ambos lados de la interface se puede
explicar teniendo presente las diferencias entre ambos subdominios. La
segunda mitad del dominio es menos permeable al paso del petrdleo.
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Figura 4. Evolucion de la saturacion-agua en la interface x=0.

Para mayor completitud en la Figura 5 se muestran las curvas de saturacion
de la fase agua entre los instantes t=0.000167 y t=1.000000. Para mejor
comprension de la figura se muestra completa solo la curva de saturacion
para t=1.
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Figura 5. Evolucién de la saturacion-agua en € hasta t=1.



5. CONCLUSIONES.

En este trabajo se ha considerado el problema de simular computacionalmente el
fenomeno “oil-trapping”, el cual surge cuando el petréleo debe ser evacuado por
inyeccion de agua, a través de un medio poroso heterogéneo formado por capas con
diferentes propiedades hidrodindmicas. Especificamente, se simul6 el caso en que el
petroleo debe fluir, o pasar, a una capa menos permeable, en una dimension espacial. El
modelo matematico y el respectivo esquema numérico utilizados fueron propuestos y
estudiados en sus aspectos teoricos en la tesis doctoral de C. Cances del afio 2008 (ver
[1]). A partir de esta referencia se desarrolld6 una completa implementacion
computacional, siendo esta nuestra principal contribucion. La continuacion de esta
investigacion, actualmente en curso, considera el desarrollo de cddigo computacional
para el caso en que el dominio espacial es de dos dimensiones, el mallado es estructurado
y no-estructurados, y con “hardware” secuencial y paralelo.
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